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SOLUŢII 
   
Problema 1. 

Soluţie.  

 a) Avem 2 2
1n n

a a n−= + , 1n ≥ .Dând valori şi însumând relațiile obținem uşor 
( )2 1

2012
2n

n n
a

⋅ +
= + ; 

    Evident şirul este crescător, iar dacă 
n

a  este un termen rațional atunci 
n

a  va fi natural  şi  vom           

avea   2012
n

a k= + , k
∗

∈� .  De aici obținem  
( )2 1

2012 2012
2

n n
k

⋅ +
+ = +   adică 

( ) ( )1 2 4024n n k k⋅ + = ⋅ ⋅ + de unde se observă  soluții  4023 8046k n= → =  şi  4025 8049k n= → =  

Deci avem 8046 6035a =  şi  8049 6037a = . 

 

 

b) Din ipoteză rezultă că  ( ) ( )2 2det 2012 det 2012 0A I A I− ⋅ ⋅ + ⋅ = ,  de unde rezultă că 

2012 2012 tr det 0A A± ⋅ + = , şi, întrucât  tr , det , 2012 \A A∈ ∈� � � ,  rezultă că  

tr 0 ,det 2012A A= = − , deci, conform ec. C.H. , 2
2 22012A I O− ⋅ = , de unde 2

22012A I= ⋅ , adică 
2012 1006

22012A I= ⋅ . 

 
 
 
Problema 2.  
Soluţie.  

 

a) Notând  ( )cos sina a iθ θ= ⋅ + ⋅ , se obține: 

2 2
cos cos sin sink k k

a r a r i a r
n n

π π
ω θ θ

⋅ ⋅ ⋅ ⋅   
− ⋅ = ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅   

   
 şi apoi  

2 2 2 2
2 cosk k

a r a r r a
n

π
ω θ

⋅ ⋅ 
− ⋅ = + − ⋅ ⋅ ⋅ − 

 
 de unde rezultă că  

2

2 22 2
1 1

2 2
cos

k
n n

k k

a r r a k
n

na r a r

ω π
θ

= =

− ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 
= − ⋅ − 

 + +
∑ ∑ . În identitatea cunoscută     

  ( )
( )

1

sin 12cos cos
2sin

2

n

k

n

n
x k x

ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

=

⋅
+ 

+ = ⋅ + 
 

∑  luăm x θ= −  şi 
2

n

π
ϕ

⋅
=  şi obținem : 



  
1

2
cos 0

n

k

k

n

π
θ

=

⋅ ⋅ 
− = 

 
∑ , ceea ce arată că suma din enunțul problemei este egală cu  n . 

 

b) Se calculează  2

1 0 1 0

0 2 0 1

1 0 2 0

0 1 0 1

M

 
 
 =
 
 
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, 3
M , 4

M , etc. şi se intueşte  forma generală a puterilor lui M  

astfel: 
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  şi  
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unde ( ) 0n n
F

≥
este şirul lui Fibonacci dat de 0 0F = , 1 1F = şi 1 2n n n

F F F− −= + , 2n∀ ≥ . 

Se demonstrează prin inducție formele găsite , cazurile 1k =  şi 2k =  sunt evidente iar pasul inductiv 
rezultă uşor folosind recurența Fibonacci. 
 

 

 

Problema 3  

Soluţie.  
 

Avem  
( ) ( )

0 00 02 1 2 1

3 3
0 2 1 1 2 2U

− − − −
−

= = + = +  

            
( ) ( )

1 11 12 1 2 1

3 3
1

5 1
2 2 2

2 2
U

− − − −
−

= = + = +  

            
( ) ( )

2 22 22 1 2 1

3 3
2

5 1
2 2 2

2 2
U

− − − −
−

= = + = +  

            
( ) ( )

3 33 32 1 2 1

3 3
3

65 1
8 2 2

8 8
U

− − − −
−

= = + = +  ; se deduce că 
( ) ( )2 1 2 1

3 32 2

n nn n

nU

− − − −
−

= +  şi se 

demonstrează prin inducție  formula găsită a termenului general, de unde rezultă imediat concluzia 
problemei 
            
 


